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在命题逻辑中，P, Q R是无法推出的。

在命题逻辑中，基本单位是原子命题，它是不可再分的。

但是原子命题间还是有一些共同特征的，需要进一步解析。例如：



例1：P：小李是学生。 Q： 小张是学生。

在命题逻辑中，这是两个不同命题，无法再分了，但共性“…

是学生”（命题的本质属性）无法进一步刻划出来，还有些很简单
的三段论也是无法用命题逻辑的理论推出的。

例2： P： 人是要呼吸的。 Q ：老张是人。 R：老张是要呼吸
的。

第二章 谓词逻辑



命题逻辑具有局限性，刻画命题不够深刻。有必要研究谓词逻辑。

命题是反映判断的陈述句，它至少有主语和谓语两部分组成。

如：小王是学生。

5大于7。

点a位于点b与点c之间。

1．定义

1） 主语：称为客体（个体），用a,b,c……表示。客观存在
的东西，可以是具体的，也可以是抽象的。

2） 用来描述客体的性质，或客体之间的关系的称为谓词。
用P,Q,R……（大写字母）表示。

2-1 谓词的概念与表示



3) a:5 b:7

B:…大于… B(a,b):5大于7

4) a:点A b:点B c:点C

L:…位于…与…之间 L(a,b,c)表示，A位于B与C之间

2. 这样命题就可用谓词与客体表示：

1) a:小王

A:…是学生 A(a):小王是学生

2) a:老张

H:…是老师 H(a):老张是老师

2-1 谓词的概念与表示



单独一个谓词不是命题，只有填入客体后才是命题，叫谓词填式。

定义：H是n元谓词，a1,a2,a3……an是n个客体，H(a1,a2……an)所代

表的式子是一个命题，称为谓词填式。（当ai是客体时，A(a1…an)

才是命题。）

2-1 谓词的概念与表示

一元谓词表达了客体的“性质”，而多元谓词表达了客体之间的
“关系”。



例2： L(x,y): x<y

L(2,3): 2<3

例3： A(x,y,z):  x+y>z 

A(4,3,5):  4+3>5 

所以，H(x),L(x,y),M(x,y,z)本身不是命题，但当变元取特定
值后成为命题。

2-2 命题函数与量词

H(x) 表示 H 的共同形式。但单写 H 不知是几元谓词，所以

需加客体变元。变元一般用x, y, z…表示，常量用a, b, c…表示

例1：H: …到达山顶 l: 李四 t: 老虎 c: 汽车

H(l): 李四到达山顶。 H(t): 老虎到达山顶。H(c): 汽车到达山
顶。



1）个体域（客体的论述范围）




如（整数集）无限的。

班学生如有限的。 000405

2）客体变元（个体变元）：以个体域中客体为值的变元，用

x, y, z表示

3）论域：所有客体的集合。全总个体域：各种个体域综合在

一起，作为论述范围的域。

2-1 谓词的概念与表示



定义：（1）简单命题函数：一个谓词+一些客体变元组成的表达式

称为简单命题函数。但A(x,y,z)不是命题

（2）n元谓词就是有n个客体变元的命题函数。

（3）复合命题函数：由简单命题函数和逻辑联结词构成的

命题函数

例如1：S(x) 表示x学习很好 W(x): x工作很好

S(x)： x学习不是很好

S(x) W(x): x学习很好，工作也好

S(x)     W(x):若x学习好，则x工作也好



→



2-2 命题函数与量词



又如例2：

H(x,y): x比y长得高 l:李四 c:张三

H(l,c): 李四比张三长得高

张三、李四一样高:)1,(),1( cHcH 

例3：P(x): x是大学生

x的个体域：某大学中某班 P(x)永真

x的个体域：某中学中某班 P(x)永假

x的个体域：某剧场中观众 P(x)有真有假

2-2 命题函数与量词



命题函数不是命题，只有客体变元取特定客体时，才是命题。

而且真假与其取值也有关系。

例4： 又（ P(x,y) P(y,z) ）→P(x,z)

1）若 P(x,y): x<y x,y的个体域：R

则永真

2）若 P(x,y): x为y的儿子 个体域：人类

则永假

3）若 P(x,y):  x距离y10米 个体域：地面的房子

则有真有假

所以命题函数确定为命题与客体变元的论域范围有关！



2-2 命题函数与量词



到目前为止主要介绍了一些概念



















命题函数

论域

述范围个体域：客体变元的论

函数

客体变元

谓词填式

性质或关系的谓词：用来刻划客体的

客体：主语一般是客体

谓词是将客体映射到命题 T or F

函数是将客体映射到客体；命题函数不是命题，只有取定值时，
才是命题

2-2 命题函数与量词



我们介绍了谓词逻辑，引进了客体、谓词填式、函数、个体域
等概念。对命题可作进一步分析，但是，仅有这些还是不够的。我
们还需要引进量词的概念。请看下面的例子：

例： （1） 所有的人都是要呼吸的。

（2） 每个学生都要参加考试。

（3） 任何整数都是正数或负数。

这些命题仅用客体、谓词是不够的。首先我们将它重新整理一
下;对所有的x,若x都是人，则x是要呼吸的。（1）有两个谓词。
“xx是人”，“xx要呼吸”，仅有这两个谓词不够。人是要呼吸的，
既可指所有人，也可指有些人，不够清晰。

对所有的x, 若x是学生，则x要参加考试。

2-2 命题函数与量词



称为全称量词，用于表示一切的，所有的，每一个，任一个
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表示用对所有的

是负数。是正数；　是整数，　

要参加考试。是学生，　

要呼吸。是人，　

用

词。是正数或负数”均是谓是人”、“这其中“　

是正数或负数。是整数，则，若对于所有的



2-2 命题函数与量词



）有些人早饭吃面包。（
）一些人是聪明的。（
）存在一个数是质数。（

再看下面例子：

3
2
1

这些命题涉及到个体域中某些客体，如何来表示它们？

首先我们也将它们改写为：

存在x，使得x 是数且x是质数。

存在x，使得x是人且x是聪明的。

存在x，使得x是人且x早饭吃面包。

用 N（x）：x是数 P（x）：x是质数

M（x）：x是人 R（x）：x是聪明的，E（x）：x早饭吃面包

2-2 命题函数与量词



常将之作为合取项。条件式，对存在量词，
件，命题通常写成将特性谓词作为前提条一般地，对全称量词，
性谓词加以限制。体域。对变化范围用特全都统一，使用全总个
有命题函数的个体域，为了方便，我们将所特性谓词写出来。并且
确定其个体域，把词的命题函数时，必须因为我们是讨论带有量

，自然数则是时，是正确的，而对于此命题对于论域为人类
））（）（）中时，可简写为：（（当限定范围为

词客体变元变化范围的谓）称为特性谓词，限定
）中的个体域，（）是用于限定（））（）（）（（

都与个体域有关，如：
确定的表达式，称为量词，每个由量词全称量词与存在量词统

））（）（）（（）（
））（）（）（（）（
））（）（）（）（（

些客体用于表示个体域中的某
存在变量词，—用反写这里有一些人，
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何组合都是公式。谓词公式，但并不是任

就可以用来构成谓词，量词，函数后，有了这些知识：客体，

一点我们必须注意。它们不再是等价的。这

））（）（）（是质数，（是数，则，若而不是存在一个

））（）（）（只能写成：（如存在一个数是质数，

xPxNxxxx

xPxMx

→



2-2 命题函数与量词



1. 定义 原子公式

A 是 n 元谓词,  t1,t2,…, tn 是客体变元 , 则 A(t1,t2,…tn) 称

为谓词演算的原子公式。

如 P(x1,x2,…xn), P(x, y), Q( f(x ), y)

n=0时,命题P也是原子公式.

2-3 谓词公式与翻译



也是公式）和（）则（
中出现的任何变元，是是公式，若

都是公式则是和若

是，则是）若（
原子公式是谓词公式

AxAx
AxA

BABABABAwffBA

wffAwffA


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→


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(5)只有经过有限次地应用(1)、(2)、(3)、(4)

所得到的公式是谓词公式。

与命题演算中公式很类似,不同之处在于对量词如何构成公式

作了规定。

2-3 谓词公式与翻译

2. 定义

谓词演算的合式公式(wff)简称为谓词公式,按下列规则生成:



例如下面一些式子是 公式：

前面介绍命题公式时有关括号省略的规则也适用，但有一点不同，
具体是：

省略括号遵守如下规则:(1)最外层的括号可省略。(2)联接词运算优
先次序

→
(3)量词后面有括号，则此括号不能省略。如

( )( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )x P x Q x x P x Q x    不

),()(),()()),((),( yxQyyxPxyxfQxP 

2-3 谓词公式与翻译



有了谓词公式的定义后，如何将日常生活中的语言用他们来
表示呢？

我们来举一些例子。

(1)   美国位于加拿大与拉丁美洲之间。

首先找出谓词：…位于…与…之间，客体：三个。用F(x,y,z): 

x位于y和z之间，a:美国，b:加拿大，c:拉丁美洲。所以译为：

F(a,b,c).

(2)   并非每个实数都是有理数。(R(x),Q(x))(书上的）

谓词：是实数；是有理数。R(x):x是实数；Q(x):x是有理数。

原句可等价于：不是(对于每个x，若x是实数，则x是有理数).

2-3 谓词公式与翻译



所以

这里量词前的否定是否定整个式子

))()()(( xQxRx →

(3)对于任何自然数，有大于它的素数。

这里有两种量词，三种谓词，现将之等价译为：

对于每个x，若x是自然数，则存在y，y是素数且y>x

F(x):x是自然数

G(x):x是素数

H(x,y):x>y

))),()()(()()(( xyHyGyxFx →

每一步必须非常清楚，内在关系把握住，就不会错。

2-3 谓词公式与翻译



(4)没有不犯错误的人。(F(x),M(x))(书上)

译为：不存在x，x是人且x是不犯错误的。

F(x):x犯错误。 M(x):x是人

所以 ))()()(())()()(( xFxMxxFxMx → 也就是

(5)肖阳的爸爸到北京去了。

“…到…去了”是谓词。F(x,y): x到y去了。a:肖阳,    f(x):x的爸爸，

b:北京 所以F(f(a),b)

(6)谢世平和他的父亲及祖父三人一起去看演出。

F(x,y,z):   x,y和z一起去看演出

2-3 谓词公式与翻译



f(x): x的父亲

a: 谢世平

(7)这只大红书柜摆满了那些古书。

F(x,y):x摆满了y     a:这只大红书柜 b:那些古书

可译为：F(a, b)，但描述太粗略。另译为：

R(x):x是书柜 B(x):x是大的 C(x):x是红的 D(y):y是古老的

E(y):y是书 a:这只 b:那些 具体表示

B(a)    C(a)    R(a)    D(b)      E(b)    F(a,b)

思考：书上解法1中能否表示为 F(R(a), Q(b))?

因而若需将命题表述的越精细，所需谓词越多。

 

))).((),(,( affafaF

2-3 谓词公式与翻译



(8)尽管有人聪明，但未必一切人都聪明。

))()()(())()()((

:)(:)(

xPxMxxPxMx

xxMxxP

→

是人聪明　　

2-3 谓词公式与翻译



首先引进一些概念：给定一个谓词公式 ，其中含有公式

)()()()( xPxxPx  或

◼ 量词后面的x叫做指导变元或作用变元，

而P(x) 称为量词的作用域 或 辖域。

◼ 作用域P(x)中出现的 x,称为 x在 中的约束出现，x称为

约束变元

◼ 公式 中非约束出现的变元称为自由变元也称参数 。

因而自由变元虽然也在量词的作用域中出现，但它不受相应

量词中指导变元的约束。



2-4 变元的约束







例2 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )yxPxzyQyxPyx ,,, 

x, y的作用域是 ( ) ( )zyQyxP ,, 

x、y是约束变元，z是自由变元

例1

考察其作用域与变元约束情形.    

的作用域是整个 ， x是

约束变元； y的作用域是 ，y是约束变元。

( ) ( ) ( ) ( )( )yxRyxPx ,→

( ) ( ) ( )yxRyxP ,→

 ( )yxR ,
x

是自由变元

是约束变元，

的作用域为

y

x

yxPx ),(

2-4 变元的约束

在不同的作用域中，y有时是约束变元,有时是自由变元。所以同
一变元既可是自由变元又可是约束变元，要分清是哪个作用域。



例3 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )yxQyxRyzxQxxPx ,,, →

x的作用域： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxRyzxQxxP ,, →

( ) ( )zxQx , 受到 x 的作用，而不是 x 的作用;

( ) ( )yxRy , 受 x 作用;

( ),Q x y 中x，y是自由变元

考察下例中变元x的出现情况

2-4 变元的约束



n元谓词的性质：

⑵一个公式的约束变元所使用的名称符号是可以任选的。

如谓词公式

xi

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).P x x P x y P y  

2-4 变元的约束

( )xxx n
F ,,,

21
 xi

xxxxx nkk
,,,,,,

121


+


( )( ) ( ) ( )xxxxx nk
F 

121
 
( ) ( )zyxPx ,,( )zyxP ,,

( ) ( ) ( ), ,x y P x y z  ( ) ( ) ( ) ( ), ,x y z P x y z  

⑴ 是n 元谓词， 为自由变元；

若对k个变元进行约束，如

得n-k元谓词： 。

例如 是三元谓词 ； 是二元谓词；

是一元谓词； 就是命题。



3、约束变元的换名。

为了避免同一变元既有约束出现又有自由出现，引起混乱，我

们对约束变元进行换名，任何一个变元在一个公式中只呈一种形

式出现，即是自由出现或是约束出现，换名要遵守下列规则：

（1）换名变元的范围是量词中的指导变元以及该量词作用域中

所出现的该变元，在公式的其它部分不变。

（2）换名时所采用的新变元不能是作用域中已有的变元。

2-4 变元的约束



正确

错误，y混淆

( ) ( ) ( )1. x P x Q x 例

( ) ( ) ( )y P y Q x 可换为 （此x不能换）

( ) ( ) ( )( ) ( )2. , ,x P x R x y Q x y → 例

①x换为z:( ) ( ) ( )( ) ( ), ,z P z R z y Q x y → 

②x换为y：( ) ( ) ( )( ) ( ), ,y P y R y y Q x y → 

③x换为z: ( ) ( ) ( )( ) ( ), ,z P z R x y Q z y → 

错误
错误

2-4 变元的约束



4、自由变元的代入（换名）

遵守的规则:

（1）需要对公式中出现该自由变元的每一处进行；

（2）用以代入的新的变元与公式中所有的变元名称不能相同。

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),x P y R x y y Q y   如

y换为z: ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),x P z R x z y Q y   

y换为x：( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),x P x R x x y Q y   

y换为z：( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),x P z R x y y Q y   

正确

错误

错误

2-4 变元的约束



( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

n

n

x A x A A A

x A x A A A

a a a

a a a

    

    

5、当约束变元个体域有限时，可把量词去掉。

如x 的个体域有限的，M=  1 2
, , ,

na a a
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(6)量词的次序不能随意改变。

因而今后书写一定要注意书写的
次序，不能随意颠倒，约定从左到
右的次序读出。

( ),A x y x y

x

y

如 ： 与 同姓

个体域：甲村

个体域：乙村

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, :

, :

x y A x y

y x A x y

 

 

甲村中所有人，乙村总有人与他同姓 

乙村中有人与甲村所有人同姓

不
等
价

2-4 变元的约束



定义：把客体变元指定为某个体域中具体的客体，把谓词指定为

某个具体的关系称为谓词公式的赋值。（赋值后就成为具有确定

真值的命题。）

,P Q P Q→   对于命题演算来讲，比如说： 是指在任一组真值指派下，真值相同，

即利用真值来定义。

对谓词公式也是类似的，先定义谓词公式的赋值。

A是一公式，包含客体变元x，谓词无确定真值，当x取定一客体a，

谓词确定后，得到一确定的命题可有真值T or F，即是谓词公式

的赋值。
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①可满足的：公式A，若存在一种赋值，使A的值为真，称A是
可满足的



②不可满足的：不存在一种赋值，使得A为真

对于所有的赋值，A都为假

③永真的（有效的）：对所有赋值A都为真（对所有个体域）

④在E上有效的：设A的论域为E，若对E上的赋值，A为真，则
称A在E上是有效的

2-5 谓词演算的等价式与蕴含式

几个重要概念：

⑤在E上A与B等价：A与B有共同的论域E，若对E上所有的赋值，
A与B有相同的真值，即称在E上A与等价,记作 A B

⑥A蕴含B：若A       B是永真式，则称A蕴含B，记作 A B→



1、命题演算中等价式与蕴含式的扩充：

在命题演算中，A      B即A       B是重言式，而对重言式，其中

同一命题变元用同一公式取代时，结果仍为永真式，因而用谓词

公式代替变元，得到的也是永真式。故命题演算中的等价式都可

以推广到谓词演算中，蕴含式也可做类似扩充

F  Y)H(X, X) (   Y)X)H(X, (        

Y) X, H( ) X (-P , F P  .P 3    

Y))y)R(X, (   P(x) )( (   Y)  )R(X,(  )P(X)(     

 Y)y)R(X, (-Q  x)P(X) ( -P     

Q)P(    Q P )  MORGAN . DE( 2.    

Q(x))  P(x)x)((Q(x))  )(P(x)x (

 ; Q(x)  P(x)  Q(x)P(x)   

:  Q(x)-QP(x), -P  Q P Q 1.P 











→

→

→

代换可得

代换可得，

，定律由

代换可得，如

xyx
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



有来上课。：这个班今天有学生没

来上课。：不是所有学生今天都

都来上课。：这个班所有学生今天

：某个班为论域。今天来上课。：如：

这是两个重要的公式。

和

有

之间的关系量词与

)()(

)()(

)()(

)(P

)()()()(

)()()()(

)2(

xPx

xPx

xPx

xxx

xPxxPx

xPxxPx












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

    

可见， 可深入到作用域中；

、 可相互转化。反之，若将 提前，必须转化 、 。



(3)量词作用域的扩充与收缩

设B中不出现约束变元ｘ，B是一个命题，有：

2-5 谓词演算的等价式与蕴含式

( )(A(x) B) (( x)A(x) B)

( )(A(x) B) (( x)A(x) B)

( )(A(x) B) (( x)A(x) B)

( )(A(x) B) (( x)A(x) B)

x

x

x

x

    

    

    

    



• 另外:

) A(x)(B x) ( )A(x)( B

) A(x)(B x)( )A(x)( B

B)  x)(A(x)(  B  )A(x) (

B) x)(A(x)(B)A(x)(

→→

→→

→→

→→

x

x

x

x

其它证明略。

B)   x)(A(x) (                                                      

B)  A(x) ( ) (                                                      

B  A(x)  )  (                                                      

B   x)A(x) (    B  A(x)  x)(           证明第二式

→





→

x

x
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另外，当B中不出现x，而包含y其他变元时，同样有：

 Q(y)  P(x) ) (  Q(y)  P(x))  (  xx ）（

（4）量词与联结词的等价式

)B(x)()A(x)(  B(x))x)(A(x)(

)B(x) ()A(x)(B(x))A(x)()(

xx

xxx





如 A(x)：x跳舞 B(x)：x唱歌 个体域：人类。

的条件。注意上式中联结词成立
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( x)(A(x) B(x)) :

( x)A(x) ( x)B(x):

 

  

所有人既跳舞又唱歌。

所有人跳舞，或者所有人都唱歌。



(5)量词与联结词的蕴含式

x)B(x)(x)A(x)(B(x))A(x)(x)(

B(x))  x)(A(x)  (  x)B(x)(  x)A(x)(





同上例：左边所有人都唱歌或所有人跳舞 所有人都唱
歌或跳舞，反之未必。
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( x)A(x)  ( x)B(x) ( x)(A(x) B(x))

( x)(A(x) B(x)) ( x)A(X) ( x)B(x) 

( x)(A(x)  B(x)) ( x)A(x) ( x)B(x)

 →    →

 →   → 

 →   → 



(6)多个量词的使用

以二元谓词为例A(x,y),两个量词不考虑自由变元，有八种情

况。(即 2n×n! 种情况）

y)A(x,  x)( y)(                y)A(x, y)( x)(

y)A(x, x)( y) (              y)A(x, y) ( x)(

y)A(x,  x)( y) (                y)A(x, y)( x)(

y)A(x, x)( y)(               y)A(x, y)( )(







x
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2 !n
n2 !n
n2 !n
n



• 这八个公式有如下关系：

两个等价式：
y)A(x, x)( y)(y)A(x, y)( x)(

y)A(x, x)( y)( y)A(x, y)( x)(





如A(x,y)：x与y同姓 （i）甲村与乙村的所有人同姓；
x：甲村的人 （ii）甲村与乙村有人同姓
y：乙村的人

下列蕴含式(6个)：

y)y)A(x, x)((y)x)A(x,( y)(

y)x)A(x,( y)(y)y)A(x,( x)(





(i)

(ii)
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2 !n
n



  y)y)A(x,x)((y)A(x, x)y)((

y)x)A(x,y)(( y)A(x, y)x)((

 y)x)A(x,y)((y)A(x, y)x)((

  y)y)A(x,x)((y)A(x, x)y)((









X)P(X)(P(X)  , P(X)X)P(X)( 另外：
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含全称量词公式可转化为不含量词式，不含量

词式可转化为存在量词的式子。如所有的猫都吃老

鼠，可推出猫吃老鼠。

（书上P70表2-5的等价式蕴含式看看）



      , )Av ()v ( )v (=A 1n21 

在命题演算中，常常把公式化为与之等价的范式，即合取范式

或析取范式，将其进一步化为主合取范式、主析取范式，以便比较

两个公式之间的关系；对于谓词演算，我们有类似的情形 ，化为

与之等价的前束范式。

定义：一个公式，如果所有的量词均在公式的开头，它们的作用

域延伸到整个公式的末尾，则该公式叫作前束范式。形式为：

2-6 前束范式

 

词作限制。因而前束范式是只对量

不包含量词。是指导变元，，或者是可能是　　其中 121 ,,, AVVV n



     ( x)( y)( z)(Q(x,y) R(z)); 

 ( y)( x)( P(x,y) Q(y))  

   →

   →

如：

等都是前束范式

※任一谓词公式都可化为与它等价的前束范式。

步骤：1. 消去多余量词；
2. 将公式中联结词用 来表示。
3. 利用

 、、

)()()()(   )(x)(x)P(x)(

QP Q)(P        QP   Q)(P

xPxxPxxP 


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将否定深入到命题变元和谓词填式前面，否定深入目

的是为了将量词前置。



4. 利用换名和代入规则，使所有的约束变元均不同，

且使自由变元与约束变元也不同。

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

域扩充。　　　　将量词的作用

　　　　　

　　　　　　

　　　　　

　　利用　　　

BxAxBxAx

BxAxBxAx

BxAxBxAx

BxAxBxAx









)()(

)()(.5

2-6 前束范式



( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )xQxPx

xQxxPx

xQxxPx

xQxxPx

xQxxPyx







→

→

3

2

1

.例１

必须先化简，最

后如再有多个变元，
换名，而不能先换
名。

这是一种比较简单的题目，下面考虑一些复杂的。
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)))),(),()((),()()((),())(((.2 yxBxyAyyxByxyxAyx →→

)))),(),()((),()()((),()()((
)2(

yxBxyAyyxByxyxAyx →

)))),(),()((),()()((),())((( yxBxyAyyxByxyxAyx →

)))),(),()((),()()((),())(((
)3(

yxBxyAyyxByxyxAyx →

)))),(),()((),()()((),())((( yxBxyAyyxByxyxAyx 

u    r z   u

)))),(),()((),()()((),())(((
)4(

zuBuzAzruBruyxAyx 

)))),(),((),((),()()()()()((
)5(

zuBuzAruByxAzruyx 

清楚作用域（２）换名代入时要分

）”不对；（”，如“前不能有“（１）否定深入，量词 
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定义：若一个公式A，具有下列形式，则称为前束
合取范式。

)(A   )(

)())(())((

ij21

222211121121 21

为原子公式或其否式

□□□

mmlmm

lln

AAA

AAAAAAVVV









任一公式都可以化为等价的前束合取范式

化为前束合取范式

，可进一步应用分配律化为合取范式，如上例、将

□□□、化为等价的前束范式步骤：

B2

)())((1 21 BVVV n
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定义：若一个公式A，具有下列形式，则称为前束
析取范式。

( )
)(

)()())((

21

21 222211121121

mmlmm

lln

AAA

AAAAAAVVV







 □□□

任一公式都可以化为等价的前束析取范式。

分配律）。为析取范式（交换律、、化

□□□、化为等价的前束范式步骤：

B

BVVV n

2

)())((1 21 
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对于谓词公式，不可能有主范式，因为不再含有最小的命

题变元/原子变元。



对于谓词公式，不可能有主范式，因为不再含有最小的命题变元/原子变元。

在命题演算中，我们定义了推理。所谓推理，就是由一些前提利用书中给定的
等价公式或蕴含式应用一定规则得到结论，就是推理；这一过程就是论证。

对命题演算、推理有三种方法：真值表法、直接证法、间接证法。而对于谓词

演算，由于公式中可能有量词，当论域无限时，不可用真值表列出，因而真值表
法是不可用的，所以它只有两种方法：

1. 直接法

P (1)

T (2)…(n) =结论

P、T规则仍适用。所谓直接法就是运用P、T规律，等价式，蕴含式的一序列
推得结论。

由于量词的出现，另外还须增加关于量词的一些新的规则。
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如：P（x）：x是要呼吸的。

x       ： 全人类。

c       ： 小张。

( ) ( )

( )
,

x P x
a

P a




是个体域中任一客体 ( ) ( )

( )

x P x

P c T





　　　　成立

　　　　 　

(2) UG(全称推广规则）

( )

( ) ( )

P x

x P x 
，　对论域中每个客体都成立

(3) ES(存在指定规则）

( ) ( )

( )
,

x P x
c

P c




　　 是论域中某一特定的客体

如 为T, 

为T；
某a      P(a)为T,

但 未必为T；
另一Q(b)为T，而P(b)可

以为T，可以为F

( ) ( )x P x

( ) ( )x Q x

( ) ( )P a Q a
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（1）US（全称指定规则）



(4) EG（存在推广规则）

注意：四个规则可对照记忆，分清客体的任意性和特定性。

例1. 所有的人都是要死的。 老张是人。 因而老张是要死的。

用H（x）：x是要死的。M（x）：x是人。s：老张。

简单的三段论在命题演算中无法论证，在谓词演算中非常简单的加以证明。

( )

( ) ( )

P c
c

x P x 
，　 是论域中某一客体
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( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

( ) ３）Ｉ　　　　　Ｔ（２）（　　　　　　　　　　

　　　　　　Ｐ　　　　　　　　　　

　　ＵＳ（１）　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

即要证明即

sH

sM

sHsM

xHxMx

sHsMxHxMx
sH

sM

xHxMx

)4(

)3(

)2(

P)1(

(,

→

→

→

→
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)9())()()()(10(

)8)(7()()()9(

)2()()8(

)6()()7(

)5)(4()()()6(

)2()()5(

)3()()()()4(

))()()()()(3(

)1()()()2(

))()()()(1(

2772

EGxRxQx

ITaRaQ

ITaQ

ITaR

ITaRaW

ITaC

USaRaWaC

PxRxWxCx

ESaQaC

PxQxCx







→

→





证明页例：书上例

)3()()()4(

))()()()(3(

)1()()()()2(

R(x))(x)x)(C(x)(1)(

ESaQaC

PxQxCx

USaRaWaC

PW





→

→

 ，则而不是但若先使用

该处错！

反之未必。

立，全称量词，仍能指定成

再用因为对有些条件成立后

量词，清楚！一般先使用

把特定任意标、注意：



*
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例3.用推理规则证明：

前提：

结论：

两次分别指定 中x           中y

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )yRxRyx

xQxxPxxRxQxPxxPx



→→ ,,

( )x ( )y
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⑴ P

⑵ P

⑶ T(1)(2)I

⑷ ES(2)

⑸ T(4)I

⑹ US(3)

⑺ T(5)(6)I

⑻ P

⑼ ES(8)

⑽ T(9)I

⑾ US(3)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )x P x x P x Q x R X →   →

( ) ( )x P x

( ) ( ) ( ) ( )( )x P x Q x R x  →

( )P c

( ) ( )P c Q c

( ) ( ) ( )P c Q c R c →

( )R c

( ) ( )x Q x

( )Q d

( ) ( )Q d P d

( ) ( ) ( )P d Q d R d →
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( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )                      EG(14)                       xR x(15)

 EG(13)                              cRy(14)

T(7)(12)I                                       R(d)(13)R(c)

T(10)(11)I                                                 )12(

yRy

yR

dR






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2、间接证法（反证法）
（1）否定结论，证出与条件矛盾。如：

ITaQaPaQaP

USaQaP

PxQxPx

ETaQaP

ITaQaP

USaQ

ETxQx

ITxQx

aESaP

ETxPx

ITxPx

ETxQxxPx

PxQxxPx

)12)(10())()(())()()(13(

)11()()()12(

))()()()(11(

)9())()(()10(

)8)(5()()()9(

)7()()8(

)6()())(7(

)2()()()6(

))(4()()5(

)3()())(4(

)2()()()3(

)1()()()()()2(

)())()()()(()1(

)(

矛盾

特定

附加前提

用间接法证明证明：



























)()()()())()()(( xQxxPxxQxPx 
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QPHHH

QPHHHCP

m

m



→

,,,,

,,,,)2(

21

21





可改为证明

算：证规则同样可用于谓词演

例：P78.4       任何人违反交通规则，则要受到处罚。因此，如果没有罚款，
则没有人违反交通规则。

解：设 S（x,y）： ”x 违反y“，x的论域为”人“
M（y） ： ”y是交通规则。“
P（z） ： ”z是罚款。“
R（x,z）： ”x受到z。“

故假设与结论可符号化的表示为：

)))(),()()(()()(:

))),()()(())(),()()(((:

yMyxSyxzPzC

zxRZPzyMyxSyxH

→→

→
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因为结论是条件式的，故我们可用CP规则进行推理，下面推导是否严格？

CPyMyxSyxzPz

UGyMyxSyx

ETyMybSy

ETyMybSy

ITyMybSy

ETzbRzPz

UGzbRzPz

ITabRaP

USaP

ETzPz

PzPz

USzbRzPzyMybSy

PzxRzPzyMyxSyx

))(,()()(()()()13(

)11())(),()()()(12(

)10())(),()()(11(

)2())(),()()(10(

)8)(2())(),()(()9(

)7()),()()(()8(

)6()),()()()(7(

)5(),()()6(

)4()()5(

)3()())(4(

)()()()3(

)1()),()()(())(),()()(2(

))),()()(())(),()()(()(1(

→→

→

→

















→

→

附加前提
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书中错误在哪儿？
（7） （8）、（9 ） （10）、 （10 ） （11）出错。

问题在于书中公式：

 

)),()(()()),()()(( zbRzPzzbRzPz 

虽然成立，但是在推理中不能作为公式引用。我
们不能在量词后面的辖域内进行蕴含式的推证或
等价变换，必须根据US或ES规则，先消除量词，
再进行推证，然后利用UG和EG规则恢复量词的
约束关系。


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因而推理过程中，一般只能使用书中70页表2-5.1列
的等价式或蕴含式，其余用法均是不合法的，不严
格的。

(1)( )(( )( ( , ) ( )) ( )( ( ) ( , )))

(2)( )( ( , ) ( )) ( )( ( ) ( , )) (1)

(3) ( ) ( ) ( )

x y S x y M y z P z R x z P

y S b y M y z P z R b z US

z P z P

   →  

  →  

 

正确做法如下：

附加前提
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4. ( ) ( ) (3)

5. ( ) (4)

6. ( ) ( , ) (5)

7. ( ( ) ( , )) (6)

8. ( ) ( ( ) ( , )) (7)

9. ( )( ( ) ( , )) (8)

10. ( )( ( , ) ( )) (2)(9)

11. ( ) ( ( , ) ( )) (10)

12. ( ( , ) ( )) (11)

13.

 



 

 

  

  

  

  

 

z p z T E

p a US

p a R b a T I

p a R b a T E

z P z R b z UG

z P z R b z T E

y S b y M y T

y S b y M y T E

S b c M c US

( , ) ( ) (13)

14. ( , ) ( ) (14)

15. ( )( ( , ) ( )) 15

 

→

 →

S b c M c T E

S b c M c UG

y S b y M y UG
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16. ( )( )( ( , ) ( ( ))

17. ( ) ( ) ( )( )( ( , ) ( )

x y S x y M y

z P z x y S x y M y

  → 

  →   → 

谓词逻辑基本内容全部介绍完。

数理逻辑这一篇的基本内容包括两大部分，自己复习。
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